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主要内容

共轭函数
– 共轭函数
对偶问题
– 拉格朗日对偶函数
– 拉格朗日对偶问题
– 共轭函数与拉格朗日对偶函数

对偶性
– 弱对偶性与强对偶性
– 强对偶性成立的几种情况
– 凸优化问题求解 (KKT)

应用举例
– 支持向量机 (SVM) 的最简单形式

总结寄语 (数学部分)
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记号

本节课常用数学记号
V,W 向量空间
v, w 向量

Rn,Rm 实坐标空间
α,β V 和 W 的基

T : V → W 向量空间 V 到 W 的线性映射
Aα,β(T ) 线性映射 T 在 α 和 β 这两组基下的矩阵
G(v1, v2) 内积空间 V 上的内积

Hα G 在基 α 下的矩阵形式
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共轭函数

共轭函数

如果 f : Rn → R 是一个函数, 那么 f 的共轭函数

f∗(y) = sup
x∈domf

(yTx− f(x))

其中 f∗(y) 的定义域是使得等式右边有上界的那些 y.
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共轭函数

共轭函数的基本性质

共轭函数 f∗ 是一个凸函数

如果 g 是 f 的凸闭包，那么 g∗ = f∗

对一般的函数 f ,f∗∗ ≤ f

如果 f 是一个凸函数，那么 f∗∗ = f
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共轭函数

共轭函数的进一步性质

f(x) + f∗(y) ≥ xT y

如果 f 是凸函数而且可微，那么
f∗(y) = x ∗ T∇f(x∗)− f(x∗)，其中 x∗ 满足 ∇f(x∗) = y.
如果 g(x) = f(Ax+ b), 则 g∗(y) = f∗(A−T y)− bTA−T y.
如果 f(u, v) = f1(u) + f2(v), 那么 f∗(w, z) = f∗

1 (w) + f∗
2 (z)
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共轭函数
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对偶问题：拉格朗日对偶函数

考虑 Rn 上的优化问题:

优化问题

最小化:f0(x)
不等条件:fi(x) ≤ bi, i = 1, · · · ,m
等式条件:hi(x) = 0, i = 1, · · · , p

定义域:D =

m∩
i=0

domfi ∩
p∩

i=1

domhi.

请注意定义域 D 指的是使得所有函数 fi, hi 有定义的区域。而
可行域指的是定义域中满足不等条件与等式条件的那些点. 本课
中把这个优化问题称为原问题，优化点称为 x∗, 最优化值为 p∗.
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对偶问题：拉格朗日对偶函数

根据原函数与限制条件我们定义拉格朗日量 L(x, λ, ν) : Rn+m+p → R

拉格朗日量

L(x, λ, ν) = f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x) +
p∑

i=1

νihi(x),

根据拉格朗日函数我们定义拉格朗日对偶函数 g(λ, ν) : Rm+p → R

拉格朗日对偶函数

g(λ, ν) = inf
x∈D

L(x, λ, ν)

= inf
x∈D

f0(x) +

m∑
i=1

λifi(x) +

p∑
i=1

νihi(x)

拉格朗日量在数学与物理中有极为广泛的应用，感兴趣的同学可以在“信息几
何学”，“理论力学”中找到它其他的应用.
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对偶问题：拉格朗日对偶函数

对偶函数有如下重要性质

对偶函数为原问题提供下界

如果限制 λi ≥ 0, ∀i = 1, · · · ,m, 则

g(λ, ν) ≤ p∗

证明

对任意一个 x ∈ D, 如果 x 在可行域中，那么

g(λ, ν) ≤ f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x) +

p∑
i=1

νihi(x)

= f0(x) +
m∑
i=1

λifi(x)

≤ f0(x)

所以 g(λ, ν) ≤ f0(x) 对于所有可行域中的 x 都成立，于是
g(λ, ν) ≤ p∗.
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对偶问题：对偶问题

根据对偶函数, 定义对偶问题的一般形式

对偶问题

最大化:g(λ, ν)
不等条件:λi ≥ 0, i = 1, · · · ,m

我们把对偶问题的最大值点称为 (λ∗, ν∗), 相应的最大值称为 d∗,
这里面的对偶函数 g 定义域为 domg = {(λ, ν) : g(λ, ν) > −∞}.
在 g 的定义域中满足 λi ≥ 0 的那些 (λ, ν) 全体，叫做对偶可行
域. 也就是对偶问题的可行域.
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对偶问题：拉格朗日对偶函数

对偶问题举例

原问题，线性规划

最小化:cTx
条件:Ax = b,而且xi ≥ 0, ∀i = 1, · · · , n
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对偶问题：拉格朗日对偶函数
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对偶问题：拉格朗日对偶函数

对偶问题举例

线性规划的对偶问题

最小化:bT ν
条件:AT ν − λ+ c = 0,而且, νi ≥ 0, ∀i = 1, · · · , n.
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对偶问题：共轭函数与拉格朗日对偶函数

当优化问题的限制条件是线性条件时，可以利用共轭函数的一些
性质方便的得到对偶问题

线性约束优化问题的对偶问题

最小化:f0(x)
不等条件:AX ≤ b

等式条件:Cx = d

这里面向量的比较 u < v 指的是 u 里边每一个分量都小于 v 里
面对应的分量.
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对偶问题：共轭函数与拉格朗日对偶函数

g(λ, ν) = inf
x
(f0(x) + λT (Ax− b) + νT (Cx− d))

= −bTλ− dT ν + inf
x
(f0(x) + (ATλ+ CT ν)Tx)

= −bTλ− dT ν − f∗
0 (−ATλ− CT ν)

而这个函数的定义域就是

domg = {(λ, ν) : −ATλ− CT ν ∈ domf∗
0 }.
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对偶问题：共轭函数与拉格朗日对偶函数

最小化向量范数

对偶问题举例

最小化:|x|
条件:Ax = b

若 f(x) = |x| 那么共轭函数是 f∗(y) = 0,∀|y| ≤ 1, 否则
f∗(y) = +∞. 所以对偶问题就是：

最大化:| − bT ν|
条件:|AT ν| ≤ 1
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对偶问题：共轭函数与拉格朗日对偶函数

最大熵问题

对偶问题举例

最小化:f0(x) =
n∑

i=1

xi lnxi

不等条件:Ax ≤ b

等式条件:1Tx = 1

因为 (f1(x) + f2(y))
∗ = f∗

1 (w) + f∗
2 (z), 我们有

f∗
0 (y) =

n∑
i=1

eyi−1

所以对偶函数为 g(λ, ν) = −bTλ− ν − e−ν−1
n∑

i=1
e−aTi λ

管老师 机器学习里的数学第 7 课凸优化进阶



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

对偶问题：共轭函数与拉格朗日对偶函数

最大熵问题的对偶问题就是

最大熵问题的对偶问题

最大化: − bTλ− ν − e−ν−1
n∑

i=1

e−aTi λ

不等条件:λ ≥ 0
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对偶性

根据对偶函数的性质我们已经知道在对偶可行域中，g(λ, ν) 总
是不大于 p∗. 所以就有

弱对偶性

d∗ ≤ p∗

若对偶性总是对的. 相对而言的强对偶性是指一部分优化问题来
说，有更好的结论.

强对偶性

d∗ = p∗

强对偶性不总成立.
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强对偶性条件

第一个强对偶性的条件, 几乎所有的凸优化问题都满足强对偶性.

Slater 条件
对于一个凸优化问题

最小化:f0(x)
不等条件:fi(x) ≤ bi, i = 1, · · · ,m
等式条件:hi(x) = 0, i = 1, · · · , p

如果存在一个可行域中的点 x 使得 fi(x) < 0, i = 1, · · · ,m, 那么
这个凸优化问题就满足强对偶条件.
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强对偶性条件

根据 Slater 条件，我们前述的几个例子都是满足强对偶性的.

满足强对偶性的例子

线性规划

最小二乘

最大熵问题

这种情况下我们如果发现对偶问题比原问题更容易解决，那么就
可以使用对偶问题来解出 d∗ = p∗
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凸优化问题求解 (KKT)

我们来看一下如果强对偶性满足的话，这些最优化点应该满足何
种条件. 这一部分中我们假定所有的函数都是可微函数.
如果 x∗, (λ∗, ν∗) 分别是原问题与对偶问题的最优解，那么首先
这些点应该满足可行域条件

fi(x
∗) ≤ 0

hi(x
∗) = 0

λ∗
i ≥ 0
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凸优化问题求解 (KKT)

其次我们已经知道

d∗ = g(λ∗, ν∗)

≤ f0(x
∗) +

m∑
i=1

λ∗
i fi(x

∗) +

p∑
i=1

ν∗i hi(x
∗)

= f0(x
∗) +

m∑
i=1

λ∗
i fi(x

∗)

≤ f0(x
∗)

= p∗

于是 d∗ = p∗ 意味着上述不等式全都是等式.
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凸优化问题求解 (KKT)

所以我们有
m∑
i=1

λ∗
i fi(x

∗) = 0

, 以及
g(λ∗, ν∗) = L(x∗, λ∗, ν∗)

而因为
g(λ∗, ν∗) = inf(L(x∗, λ∗, ν∗))

所以 x∗ 是拉格朗日函数在 x 方向的驻点，所以有

∇xL(x
∗, λ∗, ν∗) = 0

. 综上所述我们就的到了 KKT 条件.
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凸优化问题求解 (KKT)

KKT 条件
fi(x

∗) ≤ 0, i = 1, · · · ,m
hi(x

∗) = 0, i = 1,· · · , p
λ∗
i ≥ 0, i = 1, · · · ,m

λ∗
i fi(x

∗) = 0, i = 1, · · · ,m
∇xL(x

∗, λ∗, ν∗) = 0

其中第四个条件是由
m∑
i=1

λ∗
i fi(x

∗) = 0 以及第一个和第三个条件

共同得到的.
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凸优化问题求解 (KKT)

所以我们有
m∑
i=1

λ∗
i fi(x

∗) = 0

, 以及
g(λ∗, ν∗) = L(x∗, λ∗, ν∗)

而因为
g(λ∗, ν∗) = inf(L(x∗, λ∗, ν∗))

所以 x∗ 是拉格朗日函数在 x 方向的驻点，所以有

∇xL(x
∗, λ∗, ν∗) = 0

. 综上所述我们就的到了 KKT 条件.
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凸优化问题求解 (KKT)

KKT 条件叙述
fi(x

∗) ≤ 0, i = 1, · · · ,m
hi(x

∗) = 0, i = 1,· · · , p
λ∗
i ≥ 0, i = 1, · · · ,m

λ∗
i fi(x

∗) = 0, i = 1, · · · ,m
∇xL(x

∗, λ∗, ν∗) = 0

其中第四个条件是由
m∑
i=1

λ∗
i fi(x

∗) = 0 以及第一个和第三个条件

共同得到的.

管老师 机器学习里的数学第 7 课凸优化进阶



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

凸优化问题求解 (KKT)

KKT 条件使用
对于凸优化问题,KKT 条件是 x∗, (λ∗, ν∗) 分别作为原问题和
对偶问题的最优解的充分必要条件.
对于非凸优化问题，KKT 条件仅仅是必要而非充分.
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凸优化问题求解 (KKT)

使用 KKT 条件解决优化问题例子

最小化:(1/2)xPx+ qTx+ r

等式条件:Ax = b

KKT 条件是
Ax∗ = b

以及
Px∗ + q +AT v∗ = 0

我们求解这个线性方程即可得到索要的结果.
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应用举例：支持向量机最简单形式

支持向量机的最简单形式

空间 Rn 中有可分的两个点集 C,D. 我们希望找到一个最合适的
超平面 aTx = b 对他们进行区分. 也就是说对于 p ∈ C, q ∈ D, 有

aT p > b, aT q < b

也就是说存在一个正数 t 使得

aT p− b ≥ t, aT q − b ≤ −t

这个正数 t 一定程度上描述了两个集合被分开的程度.

为了体现“最合适”，一个比较好的想法就是希望当 a 是单位向
量的时候，t 越大越好. 于是的到了一个优化问题
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应用举例：支持向量机最简单形式

SVM 优化问题

最小化: − t

不等条件 1: − aT pi + b ≤ −t

不等条件 2: aT qi − b ≤ −t

不等条件 3: − t ≤ 0

等式条件: |a|2 = 1

但是这里面 |a|2 = 1 并非凸条件，所以我们把它换成 |a|2 ≤ 1.
就得到一个跟原问题等价的凸优化问题.
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应用举例：支持向量机最简单形式

SVM 凸优化问题

最小化: − t

不等条件 1: − aT pi + b ≤ −t

不等条件 2: aT qi − b ≤ −t

不等条件 3: − t ≤ 0

不等条件 4: |a|2 ≤ 1

具体求解，因为这是一个凸优化问题，所以可以选择使用 KKT
条件来解方程求解.
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总结寄语 (数学部分)

总结

本次课程数学部分涵盖微积分，线性代数，概率统计，凸优
化的内容

复习目标：
– 分别对每一部分进行总结，得到清晰知识结构脉络
– 最好对每一部分都能记住一些有代表性的例子，比如矩阵里边的旋
转，拉伸变换

使用目标：在工作和学习中遇到相关知识的时候
– 可以回忆起最基本的想法（比如微分的本质是逼近，矩阵变换本质
是换基）

– 对于技术细节能很快找到参考资料
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总结寄语 (数学部分)

小故事

R.Thom 是法国人，35 岁得的 Fields 奖。在一次采访当中，作为数学家的
Thom 同两位古人类学家讨论问题。谈到远古的人们为什么要保存火种时

一个人类学家说，因为保存火种可以取暖御寒；

另外一个人类学家说，因为保存火种可以烧出鲜美的肉食。

而 Thom 说，因为夜幕来临之际，火光摇曳妩媚，灿烂多姿，是最美最
美的。

除了上面所有目标，我还希望本次课程中讲述的数学各个分支之间产生的一些
相互作用能或多或少给大家一点数学独特美学的享受. 比如微积分与线性代数
之间，矩阵与几何之间，凸集合与凸函数之间那些意料之外又在情理之中的关
系. 毕竟数学的终极目的还是美.
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谢谢大家!
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