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主要内容

优化与凸优化简介
– 优化问题基本形式
– 凸优化问题基本形式
– 凸优化的应用

凸集合与凸函数基本概念
– 凸集合与凸函数的关系
– 凸集合与凸函数的性质对应

凸集分离定理
– 凸集分离定理
共轭凸函数
– 共轭凸函数

凸优化问题举例

管老师 机器学习里的数学第 7 课凸优化初步



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

记号

本节课常用数学记号
V,W 向量空间
v, w 向量

Rn,Rm 实坐标空间
α,β V 和 W 的基

T : V → W 向量空间 V 到 W 的线性映射
Aα,β(T ) 线性映射 T 在 α 和 β 这两组基下的矩阵
G(v1, v2) 内积空间 V 上的内积

Hα G 在基 α 下的矩阵形式
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优化与凸优化简介

优化问题

优化问题的一般形式

最小化：f0(x)

条件：fi(x) ≤ bi, i = 1, · · · ,m.

其中 f0(x) 为目标函数，条件里的不等式是限制条件.
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优化与凸优化简介

举例：

极大似然估计

如果 L(µ, σ) 是一个极大似然估计问题中的似然函数，其中 µ, σ
分别是期望和方差，那么极大似然估计的问题转化为

最小化：− L(µ, σ)

条件：σ ≥ 0

最小二乘

如果 An×k 是一个矩阵,b ∈ Rn 是一个向量, 对于 x ∈ Rk

最小化：f0(x) = |Ax− b|2
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优化与凸优化简介

凸优化问题

凸优化问题的一般形式

最小化：f0(x)

条件：fi(x) ≤ bi, i = 1, · · · ,m.

其中 f0(x) 为目标函数，条件里的不等式是限制条件.
凸优化问题的条件,f0, f1, · · · , fm 都是凸函数.
凸优化问题的特点, 局部最优等价于全局最优.
凸优化问题的求解, 几乎总有现成的工具来求解.
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优化与凸优化简介

凸优化的应用

凸优化问题逼近非凸优化问题，寻找非凸问题的初始点

利用对偶问题的凸性给原问题提供下界估计

凸优化问题可以给非凸问题带来一些启发
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凸集合与凸函数

凸集合定义

如果一个集合 Ω 中任何两个点之间的线段上任何一个点还属于
Ω, 那么 Ω 就是一个凸集合.i.e.

λx1 + (1− λ)x2 ∈ Ω, ∀x1, x2 ∈ Ω, λ ∈ (0, 1)

凸函数定义

如果一个函数 f 定义域 Ω 是凸集，而且对于任何两点. 以及两
点之间线段上任意一个点都有

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2)

∀x1, x2 ∈ Ω, λ ∈ (0, 1)
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凸集合与凸函数
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凸集合与凸函数

函数的上境图

假设 f 是一个定义在 Ω 上的函数，区域
{(x, y) : y ≥ f(x), ∀x ∈ Ω} 就是 f 的上境图.

上境图就是函数图像上方的部分区域.

凸集合与凸函数

一个函数是凸函数当且仅当 f 的上境图是凸集合.

凸集合与凸函数有很多相对应的性质可以由这个结论来进行链
接。
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凸集合与凸函数
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凸集合与凸函数

凸组合

对于任何 n 个点 {xi}ni=1, 以及权重系数 {wi}ni=1. 若权重系数非
负 wi ≤ 0 而且

n∑
i=1

wi = 1，则线性组合

S =
n∑

i=1

wixi

为一个凸组合.

凸组合的物理意义可以理解成 n 个重量为 wi 的点的整体重心.
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凸集合与凸函数
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凸集合与凸函数

集合的凸包

n 个点 {xi}ni=1 的全部凸组合就构成 {xi}ni=1 的凸包.

函数的凸闭包

如果 C 是函数 f 的上境图，C 是 C 的凸包, 那么以 C 为上境
图的函数称为 f 的凸闭包.
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凸集合与凸函数

集合的凸包的性质

若 C 是 C 的凸闭包，那么

C ⊂ C

C 的支撑平面也是 C 的支撑平面，反之亦然.

函数的凸闭包的性质

若 g 是 f 的凸闭包，那么

g ≤ f

inf{g} = inf f
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凸集合与凸函数的对应性质 (凸组合)

凸集合性质

假设 Ω 是一个凸集合，那么 Ω 任何子集的凸包仍包含于 Ω.

凸函数性质：琴生 (Jensen) 不等式
如果 f : Ω → R 是一个凸函数，则对于任何 {xi ∈ Ω}ni=1, 以及凸
组合

n∑
i=1

wixi 都有

n∑
i=1

wif(xi) ≥ f(
n∑

i=1

wixi)
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话外篇：琴生 (Jensen) 不等式的推论

很多常用的不等式都是琴生不等式的推论，事实上，大部分不等
式要么来自于 x2 ≥ 0 要么来自于琴生不等式.

算数集合平均不等式

对于正数 a1, · · · , an
n∑

i=1
ai

n
≥ (

n∏
i=1

ai)
1
n

柯西不等式

(

n∑
i=1

a2i )(

n∑
i=1

b2i ) ≥ (

n∑
i=1

aibi)
2
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凸集合与凸函数
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凸集合与凸函数的对应性质 (集合相交)

凸集合性质

任意多个凸集合的交集仍是凸集合.

凸函数性质

任意多个凸函数的逐点上确界仍是凸函数.
固定一个凸函数的若干个变量，所得的函数仍然是凸函数

凸函数的 sublevel set 都是凸集合.

管老师 机器学习里的数学第 7 课凸优化初步



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

凸集合与凸函数

管老师 机器学习里的数学第 7 课凸优化初步



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

凸集合与凸函数的对应性质 (线性组合)

凸集合性质

假设 T : V → W 是一个线性映射，则

若 ΩV 是 V 中的凸集合，则 ΩW = T (ΩV ) 是 W 中的凸集
合.
若 ΩW 是 W 中的凸集合，则 ΩV = T−1(ΩW ) 是 V 中的凸
集合.

凸函数性质

凸函数的非负线性组合仍是凸函数,f1, · · · , fk 是凸函数，而

且 wi ≥ 0，则
k∑

i=1
wifk 也是凸函数.

若 f : Rn → R 是凸函数，A ∈ Rn×m,b ∈ Rn，那么复合函数
g(x) = f(Ax+ b) 还是凸函数.
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凸集合与凸函数的对应性质 (微分)

凸集合性质

若凸集合 Ω 的边界 C 是一个可微曲线，则 C 在任何一点
上的切线（平面）都是这个凸集合的支撑线（平面）

若凸集合 Ω 的边界 C 是一个二阶可微曲线，则 C 在任何
一点上的曲率向量都指向 Ω 内部.

曲率向量的物理意义是加速方向或者受力方向.
凸函数性质

若一个凸函数一阶可微，那么凸函数的一阶近似不大于函数
本身.i.e.

f(x) ≥ f(x0) + (∇f(x0))
T · (x− x0)

若一个凸函数二阶可微，那么这个函数的二阶导数 (Henssen
矩阵) 非负（半正定）.
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凸集合与凸函数的对应性质 (光学投影)

凸集合性质

若 Ω 是凸集合，那么 Ω 在任何一个平面上的投影仍是凸集
合（平行光源投影）

若 Ω ⊂ Rn 是凸集合，那么

Ωn̂ = {(x1/xn, ·, xn−1/xn, 1) : (x1, · · · , xn) ∈ Ω且xn ̸= 0}

也是凸集合.(点光源投影)
若 Ω ⊂ Rn 是一个凸集合，那么椎体 tx : x ∈ Ω, t ∈ R+ 也
是个凸集合.(点光源)
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凸集合与凸函数的对应性质 (光学投影)

凸函数性质

若 f(x, y) 是凸函数, 那么 g(x) = inf
(x,y)∈Ω

f(x, y), 也是凸函数

若 f : Rn → R 是凸函数，那么
g(x, t) = tf(x/t) : Rn+1 → R 也是个凸函数.
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凸集分离定理

凸集分离定理

若 C,D 分别为 Rn 中的两个不交的非空凸集合,i.e.C ∩D = ∅,
则一定存在向量 a ∈ Rn 以及实数 b ∈ R 使得任何
xC ∈ C, xD ∈ D 有 aTxC ≤ b 以及 aTxD ≥ b.

定理中不等式的几何意义在于 C,D 分别位于超平面 aTx = b 的
两边.
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凸集分离定理

证明

分情况讨论：如果 C 是一个独点集 {p}，那么考虑集合
{|p− q| : q ∈ D}. 因为点之间的距离是非负数，所以根据确界原
理存在一个序列 {qi ∈ D}∞i=1. 使得

lim
i→∞

|p− qi| = inf{|p− q| : q ∈ D}

而另一方面有界序列一定存在收敛子序列, 所以可以假定
lim
i→∞

qi = q∞.
(1) 如果 p ̸= q∞, 则令 a = q∞ − p,b = aT (p+ q∞)/2, 我们得到

aT p = aT (−q∞ − p

2
+

p+ q∞
2

) = −|a|2

2
+ b ≤ b

aT q∞ = aT (
q∞ − p

2
+

p+ q∞
2

) =
|a|2

2
+ b ≥ b
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凸集分离定理

继续证明

此时对于任何一个 q0 ∈ D, 考虑线段 q∞ + t(q0 − q∞)，因为
|q∞ − p| = inf{|q − p| : q ∈ D}, 所以

f(t) = |q∞ + t(q0 − q∞)− p|2 ≥ |q∞ − p|2 = f(0), ∀t ∈ (0, 1)

所以 f ′(0) ≥ 0, 于是我们有

(q∞ − p)T (q0 − q∞) ≥ 0

也就是
aT q0 ≥ aT q∞ ≥ b

.
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凸集分离定理

继续证明

(2) 如果 p = q∞，那么选取序列 {pj}∞j=1, 使得 pj 不在 D 的闭

包里面. 那么根据上一种情况我们知道，对每一个 j，都存在着
aj 使得 aTj q ≥ aTj pj . 因为 aj 的长度无关紧要，所以可以假设 aj
都是单位向量。于是有界序列一定存在收敛子序列，所以可以假
定 aj 收敛于一个单位向量 a∞. 那么对于任何一个 q ∈ D 我们有

aT∞p = lim
j→∞

aTj pj

≤ lim
j→∞

aTj q

= lim
j→∞

aTj q

= aT∞q

令 a = a∞,b = aT∞p. 即得所求.

管老师 机器学习里的数学第 7 课凸优化初步



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

凸集分离定理

继续证明

如果 C,D 是任意凸集合，考虑集合
C −D = {x− y : p ∈ C, q ∈ D}. 那么不难证明 C −D 还是一个
凸集合（作业）. 而且零向量 O /∈ C −D. 于是使用前面证明的
独点集与凸集合的分离定理我们有，存在一个向量 a 使得

aT (p− q) ≤ qTO = 0

所以对于任意的 p ∈ C,q ∈ D, 都有

aT q ≥ aT p

这时候令 b = sup{aT p : p ∈ C}, 既得所证。
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共轭函数

共轭函数

如果 f : Rn → R 是一个函数, 那么 f 的共轭函数

f∗(y) = sup
x∈domf

(yTx− f(x))

其中 f∗(y) 的定义域是使得等式右边有界的那些 y.
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共轭函数

共轭函数的性质

共轭函数 f∗ 是一个凸函数

如果 g 是 f 的凸闭包，那么 g∗ = f∗

如果 f 是一个凸函数，那么 f∗∗ = f
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谢谢大家!
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